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Lecons associées :

— 125 : Extension de corps. Exemples et applications.

— 141 : Polynémes irréductibles a une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et applications.

— 170 : Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Orthogonalité, isotropie.
Applications.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoreme. Soit K un corps et I une extension de degré m impair sur K. Soit ¢ une forme
quadratique sur K™ et on note aussi ¢ son prolongement naturel sur IL™. Si q posséde un vecteur
isotrope sur I alors q posséde un vecteur isotrope dans K™.

Preuve : On procede par récurrence sur m.
Pour m = 1, le résultat et clair.

On fixe m > 1 impair et on suppose la propriété vraie jusqu’au rang m — 2.
Soit L une extension de K, ¢ une forme quadratique sur K" et v € L™ un vecteur isotrope.

Si L est une tour d’extension L = KJay, ..., ax| avec chaque étage de degré impair, il suffit de
considérer un étage intermédiaire (extension de degré < m) et appliquer deux fois I'hypothese de
récurrence.

Supposons alors que L est une extension monogene L. = K[a|, Soit 1 € K[X] le polynéme minimal
de «, soit v = (vq,...,v,) € L™ isotrope non nul.

On a pour tout i € [1,n],v; € K[a] = K+ aK + -+ + o™ 'K donc v; = g;() avec g; € K,,,_1[X].
Donc q(g1(), ..., gn(@)) = 0 dans K[a] ~ K[X]/(x) donc ¢(g1, ..., gn) = ph avec h € K[X].

Etape 1 : Montrons que ’on peut supposer les ¢; sont premiers entre eux

Supposons que ce n’est pas le cas, soit & = pged(gy,...,gn), on a 6°q(%,..., %) = ph car g
homogene de degré 2 donc §2|uh
Or g /o car sinon on aurait (gi(a), ..., gn(a)) =0 donc v = 0. Absurde car v est supposé non nul.
Ainsi, comme p est irréductible, par théoréeme de Gauss on a §2|h.
Ainsi, q(%,..., %) = ;L(S% et les % sont premiers entre eux. Par conséquent, quitte a diviser les g;
par 0, on peut supposer les g; premiers entre eux.



Etape 2 : Raisonnons sur le degré de h
Supposons h =0

Soit € K, il existe i € [1,n],gi(x) # 0 car sinon X — z|g; pour tout j et les polyndémes ne
seraient pas premiers entre eux.

Le vecteur (g1(x),...,ga(x)) € K" et q(g1(x), ..., gn(z)) = 0.

Supposons h # 0

Comme ¢(g1,...,9,) = ph et que ¢ est un polyndéme homogene de degré 2, q(g1,...,g,) est de
degré pair, comme deg(g;) < m pour tout i € [1,n], deg(q(g1,-..,gn)) < 2m.
Donc deg(uh) < 2m et par conséquent deg h est impair et < m.
Ainsi, comme deg(h) est impair et que K[X] est factoriel, h admet une décomposition en produit
d’irréductible et h admet un facteur hy de degré impair.
Posons Ly = K[X]/(ho) ~ K[f] avec = X.
Comme deg(hg) < deg(h) < m, [Lo : K] < [L : K] et comme [ annule hg, on a ¢(g1(5), ..., gn.(3)) = 0.
I1 reste alors a montrer que (g1(8), ..., g,(3)) est non nul.
On a Vi€ [1,n],9:;(8) =0 = hglg; (polynéme minimal divise le polynéme annulateur).
Or, les g; sont premiers entre eux. Contradiction.

Etape 3 : Conclusion

Le vecteur (g1(5),...,gn(8)) est donc un nouveau vecteur isotrope dans une extension de degré
strictement inférieur & m impaire (de degré deg(hy)).
On applique 'hypothese de récurrence pour obtenir un vecteur isotrope dans K”. 0
Remarques

Remarque 1. Si I'extension est de degré pair, le resultat n’est plus vrai : 22 + 42 est anisotrope sur R
mais pas sur C en prenant le vecteur (1,1).

Remarque 2. Sur un corps fini, en dimension > 3 et caractéristique # 2, toutes les formes quadratiques

n n
sont isotropes car si ¢(z) = > a7, ona ¢(z) =0 <= a2? +ard = - a;x}.
i=1 i=3
Dot avec 73 # 0,24 = 0,...,2, =0, on a a;7% + a,r3 = —az et cette équation admet une solution.

En dimension 1, s’il existe un vecteur isotrope, alors ¢ = 0
En dimension 2, on a deux classes d’équivalences :
— q((x,y)) = 2% + y?, q est isotrope si et seulement si —1 est un carré.
— q((z,y)) = 2% + ay® avec « non carré et la forme quadratique est isotrope si et seulement si
—a est un carré.
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